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ESTIMATION NON PARAMÉTRIQUE DE QUANTILES 

EN PRESENCE D’INFORMATION AUXILIAIRE
Yves Aragon, Camélia Goga et Anne Ruiz-Gazen

RÉSUMÉ
Depuis une vingtaine d’années, différentes méthodes d’estimation de quantiles permettant la prise en compte d’information auxiliaire ont été proposées en théorie des sondages. Dans cette présentation, nous rappelons quelques unes de ces méthodes et envisageons de nouvelles versions non paramétriques basées notamment sur l’utilisation des splines de régression. Les méthodes considérées sont comparées par le biais d’une étude empirique. Les exemples envisagés illustrent les très bonnes performances des estimateurs basés sur les splines.
1. INTRODUCTION

En théorie des sondages, la prise en compte de l’information auxiliaire dans l’estimation des quantiles d’une population finie a été envisagée de diverses façons. Considérons une population 
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 et une variable d’intérêt 
[image: image2.wmf]Y

, mesurée sur 
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, de fonction de répartition (fdr) empirique 
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. Supposons de plus que l’on dispose d’une variable auxiliaire 
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. Dans la suite, on définit le quantile d’ordre 
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. De part la définition  des quantiles, leur estimation est souvent considérée dans la littérature comme un sous-produit de l’estimation d’une fdr. C’est notamment le cas dans les articles pionniers de Chambers et Dunstan (1986) et Rao et al. (1990) basés sur des modèles de superpopulation. Pour un panorama plus complet des différentes méthodes d’estimation d’une fdr incorporant de l’information auxiliaire, le lecteur peut se référer à Ren (2000)  (qui propose aussi des approches par calage). L’un des inconvénients de ces méthodes pour estimer les quantiles d’une distribution est que les temps de calcul sont souvent prohibitifs. D’autres méthodes ont donc aussi été envisagées. 
Ainsi, Rao et al.  (1990) considèrent des estimateurs de quantiles par ratio, différence et régression prenant directement en compte l’information auxiliaire. Rueda et al. (2004) ont récemment reconsidéré cette approche en proposant notamment un estimateur par différence optimal. Mak et Kuk (1993) utilisent l’information auxiliaire pour corriger l’estimation de l’ordre du quantile et montrent que leurs estimateurs sont des approximations, rapides à calculer, des estimateurs de Chambers et Dunstan (1986) et Rao et al. (1990). Récemment, Johnson et al. (2004) proposent une approche non paramétrique et utilisent les polynômes locaux pour se protéger des mauvaises spécifications du modèle. Nous considérons le même cadre non paramétrique mais proposons d’utiliser les splines de régression. 

Dans cette présentation, nous comparons, à partir d’une étude empirique, différentes méthodes d’estimation de quantiles. Nous envisageons des estimateurs considérés par Rueda et al. (2004), des versions non paramétriques  des estimateurs de Mak et Kuk (1993) ainsi que de nouveaux estimateurs non paramétriques basés sur les splines d’ordre 3 et d’ordre 1, les splines d’ordre 1 conduisant à la méthode postratifiée de Silva et Skinner (1995). Nous rappelons dans la section suivante les définitions des estimateurs considérés et présentons les résultats de l’étude empirique dans la section 3.
2. PRÉSENTATION DES MÉTHODES 
2.1 Estimateurs non paramétriques
 Chambers et Dunstan (1986) introduisent l’information auxiliaire 
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 pour améliorer l’estimation de la fdr de 
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en utilisant un modèle linéaire de superpopulation et en proposant des estimateurs « model-based » paramétriques (notés CD). Rao, Kovar et Mantel (1990) spécifient aussi un modèle linéaire mais proposent des estimateurs paramétriques « model-assisted » (RKM). La performance des estimateurs CD et RKM repose sur la validité du modèle supposé linéaire. Le modèle linéaire est simple mais n'est pas toujours réaliste. Des modèles non paramétriques ont été introduits afin  de se protéger d’éventuelles mauvaises spécifications du modèle. Dans la suite, nous considérons le modèle de superpopulation :
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i.i.d. de fdr 
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 Dans ce cadre, il existe  deux directions pour estimer la fdr 
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. Des estimateurs de 
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et 
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 sont obtenus à partir du modèle selon différentes techniques non paramériques (généralement par des noyaux) afin d’en déduire des estimateurs de
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 pour chaque 
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. Suivant cette première optique, Dorfman et Hall, (1993) construisent des estimateurs « model based » et « model assisted » de la fdr. La deuxième méthode consiste à modéliser les indicatrices 
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en fonction de 
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 et à obtenir directement des estimateurs de 
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. Pour ce type de modèle, on cite Dorfman et Hall (1993) et plus récemment, Johnson et al. (2004) pour un lissage de la fonction de régression par des polynômes locaux.

Nous proposons un nouveau type d'estimateur pour 
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 basé sur des splines de régression (Goga, 2005). Nous supposons sans perte de généralité  que les 
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 sont tous connus et ont été normalisés de sorte qu'ils appartiennent à l'intervalle 
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 . Soit l'ensemble de fonctions splines de degré 
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 nœuds intérieurs équidistants (Zhou et al., 1998).  Considérons dans cet espace de dimension 
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, la base de fonctions B-splines  
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 (Schumaker, 1981). Un estimateur de 
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 est obtenu en effectuant d'abord  une projection sur 
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 et ensuite une estimation de type Horvitz Thomson (HT) du projecteur dans 
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où 
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et  
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 est une matrice de poids. Dans l'approche « model-assisted », l'estimateur de 
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 est obtenu pour 
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Cet estimateur est une somme linéaire pondérée des 
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 avec des poids indépendants de ces indicatrices et de plus, 
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 (Goga, 2005). Sous des conditions générales et indépendantes de la validité du modèle, 
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est asymptotiquement sans biais et convergent pour 
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. De façon similaire, on peut construire un estimateur  de type « model-based ». On prend
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la matrice unité dans l'échantillon et on définit :
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Pour un plan à probabilités égales, les deux estimateurs coïncident.  

On peut remarquer également que l'estimateur poststratifié de 
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 de  Silva et Skinner (1995) est un cas particulier de notre approche, obtenu en prenant 
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Le bon comportement de 
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lors de l'estimation de quantiles 
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 est vérifié dans la section suivante.  
2.2 Estimateurs par ratio de Rao et al. (1990) et par différence de Rueda et al. (2004)
Rao et al. (1990, section 5) définissent, par analogie avec les estimateurs de totaux, des estimateurs de quantiles par ratio, par différence et par régression qui utilisent les estimateurs 
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 des fdr de 
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 le quantile d’ordre 
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 les estimateurs HT des quantiles 
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Dans l’étude empirique qui suit, nous considérons l’estimateur par ratio (RKM_ratio) défini par : 
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 .  Cet estimateur a aussi été envisagé par Kuk et Mak (1989).  

Nous considérons aussi l’estimateur par différence (RA_différence) proposé par Rueda et al. (2004) et défini par : 
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 où la constante b est choisie de façon à minimiser la variance de l’estimateur. En pratique, b est estimé à partir des intervalles de Woodruff (1952).
2.3 Estimateurs de Mak et Kuk (1993)
L'information auxiliaire 
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 intervient par l'intermédiaire d'une régression de l'indicatrice de 
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 sur la variable 
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, c'est-à-dire par le calcul de la fonction de répartition 
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 inconnu est approché par le quantile de même ordre sur l'échantillon. Pour estimer la fonction de répartition conditionnelle, les auteurs introduisent une densité paramétrique conditionnelle de
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à
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dont on doit estimer le paramètre sur l'échantillon. L'ordre corrigé en lequel on calcule le quantile sur l'échantillon, estimation du quantile d'ordre 
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sur la population, apparaît comme une estimation par différence de l'ordre 
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, où la correction est la différence entre la moyenne sur l'échantillon et la moyenne sur la population des 
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. L'estimation du quantile d'ordre 
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 sur la population est finalement obtenue en inversant la fonction de répartition empirique sur l'échantillon en l'ordre corrigé.  Les auteurs montrent également  comment leur méthode permet de définir une approximation rapide à calculer, des estimateurs de Chambers et Dunstan (1986) et Rao et al. (1990). Dans les simulations dont les résultats sont présentés ci-dessous nous avons estimé non paramétriquement la fonction de répartition conditionnelle, (1) par une moyenne localement constante (MK_lc) et (2) par  une moyenne localement linéaire (Fan et Gijbels, 1996) définie à partir d'un recalibrage des poids de la moyenne localement constante (MK_ll).
3. COMPARAISON EMPIRIQUE 
Dans cette étude comparative, nous considérons des données simulées de même type que Johnson et al. (2004).  Nous générons des variables 
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et 
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pour une population de taille 
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 suit une loi gaussienne centrée d’écart-type 
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considérées sont les suivantes :


- Linéaire : 
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- Exponentielle : 
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- Bosse : 
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- Saut : 
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Nous considérons 1000 tirages d’échantillons de taille 
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selon un plan simple sans remise et nous nous intéressons à l’estimation des quantiles d’ordre 25%, 50% et 75%. Nous considérons les estimateurs HT, RKM_ratio, RA_difference, MK_lc, MK_ll, BS(3) (splines d’ordre 3) et Postratifié (splines d’ordre 1). Pour les estimateurs de Mak et Kuk, nous prenons un noyau d'Epanechnikov avec une fenêtre égale à 20% de l'étendue des 
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. Pour  l’approche par spline de régression, nous considérons la base des B-splines d’ordre 3 et d’ordre 1 avec 5 nœuds intérieurs positionnés aux quantiles de 
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 dans la population. Nous donnons dans les tableaux suivants, pour chaque estimateur et chaque fonction 
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, les biais absolus relatifs en ‰ (Tableau 1)  ainsi que les rapports entre l’écart quadratique moyen (EQM) de l’estimateur considéré et l’EQM de l’estimateur HT (Tableau 2) calculés à partir des 1000 simulations.
	Modèles
	Linéaire
	Exponentiel
	Bosse
	Saut

	Ordre du quantile
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%

	HT
	140
	70
	50
	45
	36
	34
	74
	52
	26
	34
	24
	25

	RKM_ratio
	97
	45
	31
	177
	100
	66
	103
	46
	41
	140
	74
	57

	RA_différence
	88
	43
	31
	45
	35
	34
	46
	35
	23
	27
	23
	25

	MK_lc
	108
	53
	44
	46
	36
	30
	56
	35
	26
	29
	21
	22

	MK_ll
	120
	58
	44
	47
	36
	32
	63
	37
	25
	29
	21
	21

	BS(3)
	84
	33
	28
	44
	33
	24
	42
	25
	20
	26
	18
	20

	Postratifié
	86
	34
	30
	44
	33
	25
	44
	26
	21
	26
	19
	20


Tableau 1 : biais absolus relatifs x 1000 (meilleurs résultats en gras)
	Modèles
	Linéaire
	Exponentiel
	Bosse
	Saut

	Ordre du quantile
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%
	25%
	50%
	75%

	RKM_ratio
	.51
	.41
	.38
	17.7
	8.02
	3.56
	2.38
	.66
	2.72
	21.4
	9.54
	5.47

	RA_différence
	.39
	.37
	.40
	1
	.93
	.96
	.38
	.40
	.76
	.66
	.87
	.98

	MK_lc
	.61
	.59
	.74
	1.06
	1
	.80
	.58
	.43
	.93
	.72
	.75
	.75

	MK_ll
	.72
	.70
	.74
	1.13
	1.05
	.88
	.69
	.46
	.89
	.71
	.79
	.74

	BS(3)
	.38
	.24
	.31
	.97
	.83
	.50
	.34
	.20
	.59
	.56
	.58
	.61

	Postratifié
	.40
	.25
	.35
	.97
	.83
	.52
	.38
	.23
	.65
	.57
	.60
	.62


Tableau 2 : rapport des EQM des estimateurs considérés avec l’EQM de l’estimateur HT 

(meilleurs résultats en gras)
L’estimateur HT qui n’utilise aucune information auxiliaire donne des résultats corrects en terme de biais relatifs pour tous les modèles considérés mais est nettement surpassé dans le cas linéaire par tous les autres estimateurs en terme d’EQM. Concernant les modèles non linéaires, seul l’estimateur RKM_ratio conduit à de très mauvais résultats. Les deux approches MK_lc et MK_ll, donnent des résultats similaires pour les 4 modèles aussi bien concernant le biais relatif que l’EQM. Ces résultats sont bons hormis dans le cas du modèle exponentiel où leurs EQM sont supérieurs ou égaux à ceux de l’estimateur HT pour les deux premiers quartiles.  Mais ces approches sont en général surclassées par l’estimateur RA_différence qui est lui même surclassé par les méthodes basées sur des régressions splines. L’utilisation des splines d’ordre 3 ou de la postratification conduit sur ces exemples à des résultats très similaires et particulièrement bons. 

Lors de la présentation, d’autres jeux de données seront envisagés ; notamment les données sur les fermes productrices de sucre de canne initialement analysées par Chambers et Dunstan (1986). 

CONCLUSION
Parmi les approches envisagées dans cette présentation, l’estimation par splines de régression présente beaucoup d’avantages. Elle permet d’obtenir une estimation monotone de la fonction quantile. Elle est simple à mettre en œuvre, se calcule rapidement et donne de très bons résultats aussi bien en terme de biais que d’erreur quadratique pour les situations variées que nous avons simulées.
Remerciements : nous remercions Jean-Claude Deville pour ses suggestions.
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