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LINÉARISATION PAR LA FONCTION D’INFLUENCE 

POUR DES DONNÉES ISSUES DE DEUX ÉCHANTILLONS
Camelia Goga,  Jean-Claude Deville et Anne Ruiz-Gazen

RÉSUMÉ
Dans le cadre d’enquêtes sur deux échantillons,  nous nous intéressons à l’estimation de fonctions non linéaires de totaux dont l’étude de la variance n’est pas classique. Pour approximer la variance de ces statistiques complexes, nous proposons d’utiliser l’approche par linéarisation via la fonction d’influence (Deville, 1999). La méthode se généralise au cas de 2 échantillons en utilisant la notion de fonction d’influence partielle. A partir de cette approximation, nous proposons un estimateur de la variance et illustrons la méthode en considérant le cas de l’estimation d’un ratio en présence de non-réponse. 
1. INTRODUCTION
L'étude et la comparaison sur un plan temporel et spatial des différentes mesures telles que la courbe de Lorentz ou l'indice du Gini qui caractérisent les distributions de masse et d’inégalités de revenus sont un sujet d'intérêt pour la société. Si les propriétés de ces mesures ont été largement étudiées, l'étude de l'estimation de leur variance à partir de données issues d’enquêtes est assez récente. La difficulté provient du fait qu'il s'agit de fonctions non linéaires de totaux estimées par des statistiques complexes dont les variances ne peuvent pas être estimée par des méthodes classiques. 
Deux approches existent pour estimer la variance : les méthodes de linéarisation et les techniques de rééchantillonnage. Les méthodes de linéarisation par la fonction d'influence (Deville, 1999), par les équations estimantes (Kovacevic & Binder, 1997) et plus récemment la linéarisation de Taylor (Demnati & Rao, 2004) consistent à déterminer une variable linéarisée associée à la fonction non linéaire de totaux et à approximer sa variance par la variance de l'estimateur de Horvitz-Thompson pour la variable linéarisée. Parmi les différentes  techniques de rééchantillonnage proposées dans la littérature (Rao et al., 1992), le jackknife (Berger & Skinner, 2005) est la plus utilisée. Ces méthodes consistent à calculer de façon répétitive l'estimateur en utilisant la puissance de l’ordinateur et en évitant les difficultés théoriques liées au calcul des variables linéarisées pour les statistiques complexes. Contrairement aux méthodes de linéarisation, ces techniques ne peuvent être utilisées que pour des plans d'échantillonnage particuliers.

Toutes les méthodes mentionnées ci-dessus donnent une estimation de la variance pour des données collectées à une seule époque. Or, il se peut qu'on souhaite faire des comparaisons de ces statistiques entre zones géographiques ou dans le temps ; par exemple on veut estimer l'évolution d'un indice sur deux périodes de temps. Il faut alors contourner les difficultés rencontrées à cause de l'existence des échantillons chevauchés. Les travaux sur l'étude de l'évolution temporelle traitent principalement de l'estimation des fonctions linéaires simples comme le total ou la moyenne (Särndal et al., 1992). Récemment, Demnati & Rao (2003) proposent une extension de leur méthode pour des données longitudinales. Dans la suite, nous donnons une méthode qui généralise la technique de linéarisation par la fonction d'influence (Deville, 1999) pour approximer la variance d’estimateurs d’une fonction non linéaire de totaux de variables mesurées sur des échantillons différents.  Nous illustrons le principe de la méthode en considérant le ratio en présence de non réponse. Dans la section 2, nous rappelons la méthode développée par Deville (1999) et proposons une généralisation dans la section 3. Enfin, dans la section 4, nous illustrons par une étude empirique la méthode proposée pour estimer le ratio de deux variables en présence de non-réponse .

2. LA LINEARISATION PAR LA FONCTION D’INFLUENCE : 
LE CAS D’UN SEUL ECHANTILLON 
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caractéristique de l'individu. Ce vecteur, dont les composantes sont les valeurs des 
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 variables d'intérêt, permet d'identifier chaque individu de la population. Si deux individus ont les mêmes caractéristiques, nous utilisons le rang pour les différentier. La population 
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est représentée par une mesure positive, discrète et finie
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qui prend la valeur 1 pour tout élément de la population et zéro ailleurs. La plupart des quantités d'intérêt étudiées dans les sondages sont des fonctions de totaux et peuvent s'écrire comme une fonctionnelle  
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 (Deville, 1999). Nous définissons la fonction d'influence de 
[image: image8.wmf])

(

M

T

 en un point 
[image: image9.wmf]p

R

z

Î

par 
[image: image10.wmf](

)

)

(

)

(

1

lim

)

,

(

M

T

M

T

z

M

IT

z

O

-

+

=

®

ed

e

e

 lorsque la limite existe où 
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 est la mesure de Dirac (masse unité) au point 
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. Les principales propriétés de la fonction d'influence, qui est en fait la différentielle au sens de Gâteaux de la fonctionnelle 
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dans la direction de la masse de Dirac au point 
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, sont données dans  Deville (1999). On définit les estimateurs par substitution 
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 à partir de l'échantillon 
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sélectionné dans la population 
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selon un plan  de sondage  
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 sont par exemple les poids de Horvitz-Thompson (HT). 
Pour pouvoir obtenir des variances approximatives, nous considérons le cadre asymptotique envisagé dans Isaki & Fuller (1982) . Nous supposons de plus (Deville, 1999) que la fonctionnelle  
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est une fonctionnelle différentiable au sens de Fréchet. Soit 
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. Deville (1999) a montré que l'estimateur par substitution, 
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de la fonctionnelle
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Résultat : 
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En d'autres termes, cela signifie que la variance de  
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peut être approximée et estimée à l'aide des variables linéarisées 
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Exemple : si on note
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l’estimateur HT pour une variable d’intérêt 
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sur l’échantillon 
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, la variable linéarisée pour l’estimateur par substitution 
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3. LA LINEARISATION PAR LA FONCTION D’INFLUENCE :
 LE CAS DE DEUX ECHANTILLONS
3.1 Description

Soient deux populations 
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 que nous supposons égales pour simplifier et soient
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deux variables d'intérêt de totaux 
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 une fonction non-linéaire des totaux  
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Considérons une fonctionnelle bidimensionnelle 
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 et supposons que notre paramètre d'intérêt s'écrive 
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. Par exemple,  l'évolution d'un total entre deux instants peut s'écrire 
[image: image78.wmf]ò

ò

-

=

1

2

2

1

)

,

(

XdM

YdM

M

M

T

, le ratio 
[image: image79.wmf]x

y

t

t

R

/

=

 en  présence de non-réponse peut s'écrire comme 
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On introduit les fonctions d'influence partielles pour la fonctionnelle 
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 (Reid 1981, Pires et Branco,  2002) notées 
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Nous définissons la variable linéarisée 
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Un échantillon bidimensionnel 
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 sont les éléments d’une l'algèbre de dimension 3 et ont écrit  les probabilités d’inclusion du premier degré dans la base des variables indicatrices 
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où les poids 
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 sont par exemple, les poids HT dans les échantillons 
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Situons nous dans un cadre asymptotique adapté au problème bidimensionnel (Goga, 2003) et supposons de plus que la fonctionnelle 
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 est différentiable au sens de Fréchet (Reid, 1981).

Résultat : l’estimateur par substitution 
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En particulier, la variance de 
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 est approchée par la variance du terme de droite. Plus précisément, ce terme est la somme de deux estimateurs composites  pour les variables linéarisées 
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. Nous déduisons ensuite les valeurs optimales de
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3.2 Exemple : 
Considérons le ratio 
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 optimaux est meilleur que l’estimateur  
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calculé sur l’échantillon intersection. Pour un plan de sondage aléatoire simple bidimensionnel,  
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4. ETUDE EMPIRIQUE 
Considérons l’exemple CO124 des 124 pays de Särndal et al. (1992) et intéressons-nous à l’estimation du rapport entre le total des importations et le total des exportations. Nous considérons un échantillon 
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et nous supposons que la variable importation n’est observée que sur un échantillon 
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 tandis que la variable exportation n’est observée que sur 
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Dans CO124, les variables importation et exportation sont très fortement corrélées positivement (coefficient de corrélation 
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). Pour pouvoir comparer les estimations de variance en fonction de la corrélation linéaire entre les deux variables d’intérêt, nous avons considéré la variable exportation et simulé de nouvelles variables importation de même moyenne et écart-type que l’originale mais avec pour coefficients de corrélation avec la variable exportations 
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. Les figures ci-dessous permettent de comparer la variance de l’estimateur « naturel » (Fig. 1) et la variance de l’estimateur « intersection » (Fig. 2) avec celle de l’estimateur optimal. La taille 
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est fixée à 10. En abscisse, nous avons représenté le taux de chevauchement 
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 et en ordonnée, les rapports de variance. Nous avons une courbe par coefficient de corrélation. Comme l’on pouvait s’y attendre, pour l’estimateur « intersection » les rapports de variance diminuent lorsque le taux de chevauchement augmente tandis que pour l’estimateur « naturel », les rapports augmentent tant que le taux de chevauchement est inférieur à 30% et diminuent ensuite. Les deux figures ne sont pas à la même échelle en ordonnée et le gain entre optimal et « intersection » est plus important qu’entre optimal et « naturel » pour des taux de chevauchement faibles.

Lors de la présentation, nous donnerons d’autres exemples d’utilisation de la méthode de linéarisation par la   fonction d’influence pour deux échantillons. Nous étudierons en particulier l’estimation de l’évolution de l’indice de Gini entre deux  périodes. 
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