Propriétés d’une probabilité

0< P(A) <1

P() =0 ct P(S) =
Si Ay, Ag, As, ...

sont mutuellement exclusifs, alors P(Ay U Ay UA3---) =", P(4A;).

P(A) = 1- P (A)

Si A C B, alors P(A)

< P(B)

P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)

P(AUuBUC)

=P(A)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANnC)+P(ANBNC)

Si les n résultats de S sont équiprobables, alors P(A) = n(A)/n.

Techniques de dénombrement

Permutations :

Combinaisons :

(¢]

(¢]

(@]

il existe n! arrangements ordonnés de n éléments distincts ;

n!
(n—r)!
en tenant compte de 'ordre de pige.
a0 n!

il existe —— fagons de permuter n objets séparés en k groupes formés
nina! nk
respectivement de ni,no, ..., ng objets indiscernables.

il existe P’ =

fagons de choisir r objets parmi n objets distincts

n n!
il existe C)' = ( > = ﬁ facons de choisir r objets parmi
r rl(n —r)!

n objets distincts sans tenir compte de ’ordre de pige.

Probabilités conditionnelles

p(A\B):P(]f(g)m
P(ANB) = P(A)P(B|4) = P(B)P(A| B)

A et B sont indépendants si et seulement si P(AN B) = P(A) P(B)

Si By, Bo, ...,

P (B, |

)

By, forment une partition de S, alors

P(A| B;) P(B;) (théoreme des probabilités totales)

P(A|B,) P(B;) _ P(A|B) P(B)

PA) (théoréeme de Bayes)

2
ZP(A | Bi) P (B;)



Variables aléatoires et distributions

Notion abordée Cas d’une variable discrete | Cas d’une variable continue
Fonction de répartition F(x) =P(X <) Zp Fx)=P(X <z)= / f(t)dt
t<zx o
d
Fonction de masse/densité | p(z) = P(X = x) f(z) = %F(x)
b
Probabilité P(a < X <b) | F(b)— F(a)= Y _ p(x) F(b) — F(a) = / f(x)dx
a<z<b ~ a
Espérance de X : E(X) |pu= Z:pzp(xz) W= / x f(x)dx
Variance de X : V(X) o = Z(mz — )% p(;) o? = / (x — p)? f(x)dx

Notons que V(X) = E[(X — p)?] = E(X?) — u?

Notion abordée Cas d’une variable discréte Cas d’une variable continue
Distribution conjointe p(x1,xe) = P(X1 = 21 et Xo = x9) fx1,x2)
o0
Distribution marginale de X | px, (z1) = P(X1 = z1) Zp x1,x2) fx,(z1) = / fx1, xe)dao
—0
b b
Dist. conditionnelle de pxp(r1) = P(X1 = 11| X2 =b) = p(@1,0) Ixp(w1) = G
X1 sachant que Xo = b px,(b) fx,(b)
o
Espérance conditionnelle de | E(X1|b) = lepxﬂb x1) E(X1|b) = / xle1|b(a:1)dx1
X1 sachant que X9 = b —o0

e Indépendance de deux variables aléatoires

o X1 et X9 sont indépendantes si et seulement si

p(z1,22) = px,(x1)px,(z2) pour tout (z1,z2) (cas discret)

f(z1,22) = fx,(x1)fx,(z2) pour tout (z1,z2) (cas continu)

o Si Xj et Xy sont indépendantes, alors leur covariance et leur corrélation sont nulles.

e Covariance et corrélation
Covariance : Cov(X1, X2) = E[(X1 — p1) (X2 — p2)] = E(X1X2) — E(X1) E(X2)
Cov(X1, X2)
V(X1)V(X2)

Corrélation : p =



Lois discrétes usuelles

Lois discretes Fonction de masse Espérance | Variance
Bernoulli (p) p(k) =p*(1—p)'™*, pour k=0,1 p p(1—p)
Binomiale (n,p) | p(k) = (Z) PP —p)™ ™ pour k=0,1,...,n np np(1 — p)
o k-1 1 I—p
Géométrique (p) p(k)=(1—=p)" *p, pour k=1,23,... - 5
p p
k—1 1—
Pascal (r,p) | p(k) = (r B 1)177"(1 —p)*", pour k=rr+1,... % r( > )
)\k:
Poisson () p(k) = e*)‘ﬁ, pour k=0,1,2,... A A
Lois continues usuelles
Lois discretes Fonction de masse Espérance Variance
1 — alpha)?
Uniforme (a, ) f(z) = i pour a<z<f a ; P (8 6112]) @)
. . 1 1
Exponentielle () flx)=Xe ™, pour x>0 X 2
)\T‘
Gamma (7, \) flz) = ) "le™A pour x>0 g %
1 —p\2
Normale (u,0?) | f(z) = e 2(5") , pour —oo<zx <00 1 o’
2o
Loi normale univariée : X ~ N(u,o?)
. " 1 _1[@]2
e Fonction de densité : f(z) = T 271 pour —oo <z < 00
oV 2w
—

X
e Si X ~ N(u,0?), alors Z =

g

Théoréme central limite

Si X1, Xo, ..., X, sont des variables aléatoires
— indépendantes,

— identiquement distribuées (loi quelconque),
— de moyenne p < oo,

— de variance 02 < o0,

— et si n est assez grand,

~ N(0,1) (loi normale centrée réduite)

alors
n
ZXZ- ~ N(nu,nc?)
i=1
et

e Siles X; sont des variables aléatoires discretes, on utilise une correction pour la continuité.




Loi normale bivariée :

e Fonction de densité conjointe :

f(x1,29) = ! exp { — 5t <
B T il W

pour —oo < x1,T9 < 00.

T1—H1
o1

e Lois marginales :

o X1 ~ N(u,0%) et

e Lois conditionnelles :
T — 42
o Xilza ~ N <,u1 +poy ( Uzu
T —
g1

> , o3(1— p2)>

e Valeurs observées de la variable X

o Xolr1 ~ N (,uz +po2 (

Statistique descriptive

(Xh XQ) ~ NZ(M17M25 O-%v U%a p)

=

T1—H1

o1

2
) (zz@m) + (m@m

— Dans l'ordre de collecte :  z1, xo, ..., Ty
— En ordre croissant : T(1)s T(2)s -+ L(n)
e Mesures de position
Statistique Symbole Formule
1 n
Moyenne T — >
=1
Médiane Tr=Q2 Qo5 = T(ni1)
2
Mode m valeur la plus fréquente
Quantile d’ordre ~y Qy T(yn40,5)
Premier quartile Q1 0,25 = T(0,25n+0,5)
Troisieme quartile Q3 40,75 = T(0,5n+0,5)
e Mesures de dispersion
Statistique Symbole Formule
: 2 L )2
Variance s > (x; — T)
n—1 i=1

Ecart-type s V2
Etendue R T(n) — T(1)
Coeflicient de variation cv i

T
Ecart interquartile EIQ Q3 —-Q1




Distributions échantillonnales

Nom de la loi Notation | Espérance | Variance Quantile” Exemple de
d’ordre 1 — « statistique™™*
Normale centrée réduite N(0,1) 0 1 Za UY/?/‘% ~ N(0,1)
Khi-carré avec k degrés de liberté Xi k 2k Xi; & (”;712)32 ~x2
Student avec k degrés de liberté tr 0 ﬁ Lok SY/T/’% ~tn_1
Fisher avec u et v degrés de liberté Fuo P m% Fouw gg;zg ~ Fni—1n,-1

* Quantile d’ordre 1 — a : P(Variable>Quantile) = «
** Basé sur des échantillons provenant d'une distribution N (u, o?)

Inférence a un échantillon :

- Para- . . Err.-t; Intervalle d fi Distribution de I .. . .
Conditions ;?ra Estimation rr. y})e nterva ~e ¢ confiance 18 .r1 ?11 ton de la Région de rejet au seuil a
metre estimée de niveau 1 — « statistique de test
Ec}(lian:ﬂ.lﬁn al.eaton*e _ 1 > s — s X —pu : Ho:p=povs Hi:p> po
e taille n 1ssu 1z r = — T4 - € n—1,a/2 7 = </ = in-1 . s T—po
d’une loi N(u,0?) n vn Vn S/v/n Rejet de Ho si 752 > tu-1.0
Echantillon aléatoire .\ : : Ho:02=02vs Hy : 02 2
de taille n issu o? s? = G z)* V2 5 (n—1)s" (n—1)s" (n—1)5" ~ Xn—1 o o 20 oo
d’une loi N(Nﬂ 0_2) n—1 n—1 Xiflﬁa/z Xi,1,1,Q/2 o? Rejet de Hy si % > sz—l,a
Echantillon aléatoire — — . Ho:p=povs H :p>po
de grande taille n issu p = nb de cas p(L=p) p £ 2, £0-5) P_P ~ N(0,1) ~O o i “1 L
! g ae | ! p p n n p a/2 n (—p) > Rejet de Hy si % > Za
d’une loi dichotomique — |/ Relizte)

Tests d’hypothéses

o =
15} =
1-p

P (Rejeter Hy | Hy est vraie)

P (Ne pas rejeter Hy | Hy est vraie) =

P (Rejeter Hy | Hy est vraie)

= P (erreur de 1" espece) = Seuil du test

= Puissance du te

P (erreur de 2¢ espece)

st

Seuil observé (valeur P) : probabilité que la statistique du test prenne une valeur au moins aussi extréme que
celle observée, si Hy est vraie. (On rejette Hy si la valeur P est inférieure a a.)




Inférence a deux échantillons indépendants :

Echantillons aléatoires
R . . Erreur-type Intervalle de confiance Distribution de la . . .
indépendants de tailles | Parametre | Estimation Région de rejet au seuil a
estimée de niveau 1 — « statistique de test
ni et no issus de lois...
Ho:pr = po vs Hytpn > po
N(p1,0%) et N(p2,0?) Ser/ =+ L = _ = 1, 1 X1—X2)—(wi—pz)
o AT (@1 = @) £ biasasey/ar + 2z St W Rejet de Ho si
M1 — K2 1 — T2
2 2
o (m1—1)s7+ (n2 —1)s3 _ B
(Variances égales) Se = 1+ g — 2 k=mni+ny—2 k=mni+ny -2
(TEST DE STUDENT)
. . KXy : Ho:p1 = p2 vs Hi @ pr > pe
— — s s X1—Xo)—(p1—p2
N(un, %) et N(z, 03 (1~ 72) £t/ + 2 Gl | -
(1, ) (12, 02) - - “ ! 2 st % Rejet de Ho si —==2= >t} o
. . 1 2 s
Hl N u2 12 TI + E 2 2 2 2 2 2
. . o — _(i/mi+s3/ng) f— _(/mi+s3/ng)
(Variances inégales) (s3/n1)2 | (s3/n3)? (s3/n1)2 | (s3/n2)2
ny—1 ng—1 ny—1 ng—1
(TEST DE WELCH)
, , Ho:0} =03 vs Hy : 0} > 03
1 s 1 81 S%/83 ~ F
ot h N Fo,os2 F o 52:| af/o3 ot Rejet de Hy si % > Frta
N(p1,07) et N(pz,03) — 52 & omettre kg o2 Fkbl-5 22 s =T
02 2
k=ni—1 et f:n2_1 k=n1—1 et A€:TL2—1
(TEST DE FISHER)
Binomiale(1, p1)
ot 7 — (b1=p2)—(p1—p2)
Binomiale(1, ps) PL—po b1 — po \/;61(1—171) N p2(1—p2) (P1 — ) £ 2 /2\/151(1—;31) N p2(1—p2) ﬁ(l—ﬁ)(r%ﬁ-%) Ho :p1 =p2vs Hi :p1 > p2
s P2 ny no @ ny no
s Rejet de Hy si zobs > za
A — N1P1TN2p2
p= ni+ng
(n1 et n2 grands)




Plan d’expérience completement aléatoire a un facteur

a échantillons indépendants de taille n (donc N

= an observations), variances égales

Modele : Yij = u+7+ Eij, o E;jj ~ N(0,0%), (i=1,..,a,j=1,..,n)
Analyse de la variance : Hy: 1y =79 =+ =7, =0 (ou Hy:pp =po="++= g )
Source de Somme Degrés de Moyenne Statistique Valeur P
variation des carrés liberté des carrés Fy
Traitements SStraitements a—1 MStraitements = SSH?;E{MMS fO = MS“}\%E?EMS P(F > fO)
Erreur SSEg N —a MSEg = % ou F'~Fy 1 N—q
Total SSTt N -1
a _ o a_y2 9 a n o a n 2
© SStraitements = 3 1(Vie = Vao) = 22 5 = g | 0557 = 32 23 (Vy —Vao)’ = 3 V5 - %
i=1 i=15=1 i=14=1

i=1

. SSp=) Z(Yw Vie)? =

i=1j=

(n—1)3 52
=1

e c;; =Y, — Y, = résidu

Plan d’expérience en blocs aléatoires complets

b blocs de a unités expérimentales recevant chacune un des a traitements (donc ab observations)

Modele : }/;j:u—i-ﬂ'—l—ﬂj—i-Eij, oﬁﬁij(O,Ué)etEiij(O,U2), (i:1,. ,a,j:L..,b)
Analyse de la variance : Hy: 1y =1 =---=7,=0
Source de Somme Degrés de Moyenne Statistique Valeur P
variation des carrés liberté des carrés Fy
Traitements Sstraitements a—1 MStraitements = SSt”gtjme"ts fO = AlStxji‘tge];ne"ts P(F > f())
Blocs SShiocs b—1 M Shioes = % ol F' ~ Fa—l,(a—l)(b—l)
Erreur SSE (a—1)(-1) MSg %
Total SSt ab—1
a _ = 9 a y2 v2 a b a b 9 y2
i SStraitements = Z b(Y - Y.o) = Z g' - ﬁ L4 SST = Z Z(}/U Y..) = Z Z Y;.j — ]:]'
i=1 i=1 i=1j=1 i=1j=1
b b Y2 2
(¥ Yoo
.SSblocs:aZ( )QZZ a] “ab
j=1 j=1
a b o o o .
° SSE' = Z Z = SST - SStraztements - SSblocs ®Cij = Yij —Yie— Y.j + Yoo = résidu




Plan d’expérience complétement aléatoire a deux facteurs

a x b échantillons indépendants de taille n (donc abn observations), variances égales

Modele : Y, = p+ 7+ B + (78)ij + Eijr, o Ejjr, ~ N(0,0%), (i=1,..,a,5=1,..,b,k=1,.,n)
Analyse de la variance : 1)Hy: (7f);; = 0 pour tout (4, j)
2)H02 T =Ty = ~:7'a:0
Hy: pi=p2=-=B=0
Source de Somme Degrés de Moyenne Statistique Valeur P
variation des carrés liberté des carrés Fy
Facteur A SSa a—1 MSy = % foa = %gg P(Fy_1,ab(n—1) > foa)
Facteur B SSp b—1 MSp = 935 fos = 1732 P(Fy_1,ab(n—1) > foB)
Interaction AB | SSap (a=1)(b—1) | MSap = % foap = 27222 | P(Fla—1)(b-1).ab(n—1) > foaB)
Erreur SSE ab(n —1) MSE = ab?ffl)
Total SSt abn — 1
a o 9 y2 v2 a b __ o o o 9
L SSA =bn Z(Yioo - Y.oo) — I;L;L. - a.b.n. o SSAB =N Z Z (Yl]o Y oo — Yo]o + Y.oo)
= = i=1j=1
b - ) b y2 v2 a n n o 9 a b n 9 v 2
0 SSp=an Y (Vaje — Veea)? = 30 222t — Yaoe o S8 = 2, 20 2 (Vigk = Yeee)"= 2, 2, 2 Vg = it
j=1 j=1 i=1j=1k=1 i=1j=1k=1

a b
°SSp=).
i=1j=1

> e? ik =951 — 554 — 554 — 558
k=1

®ciik = Yijr —

Yijo = résidu



Régression linéaire simple

Modele : Yi = Bo+0b6i X+ E; (Z = 1,...,71)

ott les Y; sont indépendantes et suivent une loi N (B + 1 X;,0?).

Quantité a estimer Estimateur Intervalle de niveau 1 — «
- Sxy 5 MSEg
Pente (1 fr=5— B £ tason-—2y/ o —
Sxx Sxx

2
A R 1 X
Ordonnée a 'origine S Bo=Y — X Bo £ tajo;n—24| MSE ( + )
’ n  Sxx
Variance o2 62 =MSg
N A A N 1 zo— X)?
Moyenne E(Y |xo) Yy = 5o + Bixo Yy + ta/Q;n_Q\/MSE (n + (OSXX))

(zo — X)?

Observation future Yj

Yo = Bo +51$0

N 1
}/0 ita/2;n2\/MSE <1 + E +

Sxx

Corrélation p

Sxy

Za/2

r =

(SXXSYY)1/2

[tanh <% In (%

o)

ﬁ) , tanh (% In (%) +

Test de signification de la régression: Hjy: 51 =0
Hy: 381 #0
Source de | Sommes de | Degrés de Moyenne Statistique Fy On rejette
variation carrés liberté des carrés Hy si...
MS
Régression SSk 1 MSg = SSg/1 Fy=-""2 | fo> Foino
MSE (it}
Erreur SSg n—2 MSg =SSg/(n—2)
Total SSt n—1

o Syy = é(xi “D-N) =%

n n n . n
e Sxx =Y (Xi—X)?=Y X} -nX"? * SSp=2(Yi-Y;)?= > ¢
=1 =1 i=1 i=1
n n —
e Syy =2 (Y;i-Y)?2=YY?-nY? e SSr = Syy
=1 =1
SS r0S . . .
o R2 =228 _ p2PXX _ oefficient de détermination ec; =Y, — Y=Y, — (o + 51 Xy)
S5 YY



Régression linéaire multiple

Modeéle : Y, = Bo+ /Xt PBeXio+ ...+ B X + E; (Z =1, ,n)

ot les E; sont indépendantes et suivent une loi N(0,02).

Forme matricielle : Y = XB+FE
Quantité a estimer Estimateur Intervalle de niveau 1 — «
Variance o2 62 =MSpg
Vecteur 3 B=(X'X)'X'Y
Coefficient Bj Bj Bj + ta/Q;nfkfl\ / MSE : ij
Moyenne E(Y|xq) Y, = o3 }A/b + ta/Q;n—k—l\/MSE (xp(X’' X))
Observation future Yy Yo = x}3 Yo+ tas2n—k-1vVMSe (1 + z§(X'X) " xg)
Test de signification de la régression: Hy: 81 =0s=..=06;,=0
Hy : Bj # 0 pour au moins un j
Source de | Sommes de | Degrés de Moyenne Statistique Fy On rejette
variation carrés liberté des carrés Hj si...
MS
Régression SSk k MSr = SSgr/k Iy = MSR fo> Fokn—k-1
E
Erreur SSE n—k—1| MSg=SSg/n—k—1
Total SSt n—1
. 1/n 2
o C;; = élément (j,j) de (X' X)! .SSR:B/X,Y—ﬁ (Z:lYZ)
1=
SSr SSE N
R? = =1- SSp=FE'E=Y'Y -3X'Y
* SSr SSr *oop P
SSp/n—k—1 1/ \?
R =1-—r" - = SSt=Y'Y — — Y,
* Mg SSrjn—1 *ooT n (; )
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